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Uvod do problematiky stochastickych procesti

®  Moderni finanéni matematika pouziva pro feSeni fady praktickych uloh
stochastického poctu
Oceriovani finanénich instrumentl — zejména finanénich derivatt (napf. Black-Scholes
model)
Odhad budouciho vyvoje ekonomickych veli¢in (Urokové sazby, inflace, apod.)
Rizen rizik — aplikace metody Monte Carlo pfi vypoétu Value at Risk
u

Pro zvladnuti téchto Ukolu je tfeba znat zakladni principy stochastickych proces(
Brownuv pohyb
Wienerlv proces
Stochastické diferencialni rovnice (SDE)
Itoovo lemma
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Uvod do problematiky stochastickych procesti

Wienerdv proces
Je to ndhodny proces se spojitym éasem W(t), t>0, W(0)=0

PFirastek Wienerova procesu W(t)-W(s) je Gausovsky se stfedni hodnotou E(x)=0 a
rozptylem (t-s)

pfirastky Wienerova procesu jsou na sobé nezavislé

Brownuv pohyb

Plvodné fyzikalni vyznam — popisuje neustaly a neusporadany pohyb molekul
Z matematického hlediska je to stochasticky proces

Ekonometricka aplikace Brownova pohybu

Ceny aktiv na finacnich trzich se podle teorie dokonalych trh chovaji zcela nahodné a
nezavisle na predchozim vyvoji

Brownuv pohyb je tedy idealni nastroj popisujici chovani cen aktiv (akcie, mény,
komodity)
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Uvod do problematiky stochastickych procest - pokraéovani

ImEEEEE N

®  Prechod z diskrétni do spojité dynamiky
Necht 8W je pfirastek Wienerova procesu za ¢as 8t, tj.:

SW =W (t+06t)—W(t)

Pak zménu Wienerova procesu Z(t) pro¢as s -0 mUZeme
napsat jako

dZ(t) = adt+bdW (t)

kde: a, b jsou konstanty a dW = Iir’g&W
1=
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Uvod do problematiky stochastickych procest - pokraéovani

® K tomu, abychom mohli popsat chovani ceny urcitého aktiva (napf. akcie) v

¢ase, poslouzi nam nésledujici modifikace SDE:

dS = uSdt + oSdw

kde: dS je okamzity pFirGstek ceny akcie
u je trend ve vyvoji ceny akcie
o je volatilita akcie
dW je prirlistek Wienerova procesu

®  Abychom mobhli vy$e uvedenou rovnici vyfesit, vyuzijeme Itovo lemma.

Iltoovo lemma je obdoba Talorova rozvoje pro stochastické prostredi
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Uvod do problematiky stochastickych procest - pokraéovani

) dF 1d°F
®  Taylorav rozvoj: dF = EdX 3 o dx*?
dF 1d°F
" toovo lemma: =d7dX+57dX2 dt

Velmi malé pfirastky funce F(X+dX) miZeme aproximovat pomoci Taylorova
rozvoje (v pfipadé deterministickych proménnych) a pomoci ltoova lemma v
pfipadé stochastickych proménnych

Necht' S(X(t+h)) — S(X(t)) je pfirGstek ceny akcie vintervalu ttha F(S) =In S
Potom, s vyuzitim Itoova lemma a mdzeme napsat puvodni SDE do néasledujiciho
tvaru :
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Uvod do problematiky stochastickych procest - pokraéovani
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1

2
dF=d—Fa7S+fO'2S2 dF
ds 2

ds?

dt = l(ysart +0SdX) - L o2
s 2
1,
= N—EO' dt + odX

Tento tvar mizeme vyresit integrovanim a dostaneme:

5()=5(0) exp{(/l;azjmajd)(}
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Uvod do problematiky stochastickych procest - pokraéovani

®  Pro simulaci vyvoje ceny akcie musime prevést predchozi spojity tvar na diskrétni
formu. NejcastéjSi metodou je tzv. Eulerova metoda. Diskrétni tvar logaritmické
nahodné prochazky ceny akcie je nasleduijici:

S(t+8) = S(t)+ 65 = S(t)exp[[u—%o-z)ﬁﬂ— 0\/54

kde: ¢ je ndhodna veli¢ina z rozdéleni N(0,1)
St je Casovy krok
u je o¢ekavana vynosnost akcie
o je volatilita ceny akcie
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Jednofaktorové modely turokovych sazeb

®  Narozdil od akcii m& chovani Urokovych sazeb urcité zvliastnosti
Urokové sazby se pohybuji v uréitém rozmezi; obvykle nerostou do nekoneéna ani
neklesaji pod nulu
Urokové sazby maji tendenci se vracet k urité rovnovazné hodnoté
Tento fenomén se nazyva ,mean reversion“

B Stochastické modely, které popisuji chovani trokovych sazeb musi tedy brat v
Gvahu vySe uvedené vlastnosti

®  Jednofaktorové modely Grokovych sazeb berou v Gvahu pouze jeden zdroj
nejistoty popsany jednou SDE

"V praxi jsou nejéastéji pouzivany nasledujici jednofaktorové modely
Rendleman-Bartter model
Vasic¢kav model
Cox, Ingersoll, Ross mode (CIR model)

10
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Rendlemann-Bartter model

Renlemann-Bartter model patfi mezi zakladni jednofaktorové modely
®  Dynamika Urokové sazby r je popsana pomoci SDE nésledovné

dr(t) = prdt + ord W (t)

r nasleduje geometricky Brownuv pohyb

Model pracuje s konstantnim trendem a konstantni volatilitou

Model funguje na stejném principu jako model pro modelovani ceny akcie
To je jeho hlavni nevyhoda, nebot nedokaze zajistit invertibilitu procesu
Pro modelovani Grokovych sazeb nenf tudiz vhodny

11

15.10.2010 # Iivnostenska Banka



Vasickav model

Vasi¢kav model je pojmenovan po jeho tvarci — Oldfichu VaSickovi, ktery jej publikoval v roce
1977 v asopise ,Journal of Financial Economics"

Model je zaloZen na principu Ornstein-Uhlenbeckové procesu (,mean reverting“ proces) s
konstantnimi koeficienty

Dynamika urokové sazby ve VaSi¢kové modelu nasledovné
dr(t) = alb— r() Jdt + cd W (1)

kde: a, b, 5 jsou pozitivni konstanty

a je koeficient rychlosti pfizplsobeni dynamiky rovnovazné Grokové mire
b je rovnovézna urokova mira
o je volatilita Grokové miry

Vyhodou VaSickova modelu je (oproti pfedchozimu modelu) jeho invertibilita.

Model je velice ,tvarny* a tudiz existuji explicitni analytické formule pro ocefiovani fady drokovych
instrumentd

AvSak Urokové sazby mohou v redlném ¢ase nabyvat i zApornych hodnot, coz je v praxi dost
nerealisticky predpoklad

r(t) ma normalni rozdéleni
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Vasickiv model - pokraéovani

e mEEEEE B

®  Ocerovaci formule pro bezkupénovy dluhopis:

P(t; T)= eA(r;T)—r(z)B(t;T)

2

Kde: A(t;T)=(b—;TZJ[B(t; T)—T+t]—%j3(t; T)?

B(HT)= 1o )]
a

13
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Vasickiv model - pokraéovani

®  Simulace Urokové sazby pomoci Vasickova modelu:

Parametry modelu: a =0,10
b =31
c =20%
At =1
r(0) = 3,50

ImEEEEE N

Simulace urokovych sazeb
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Cox, Ingersoll, Ross model

®  CIR model byl publikovan v roce 1985 v ¢lanku ,A theory of the Term
Structure of Interest Rates" v Easopise ,Econometria“

® Narozdil od VaSickova modelu nenf volatilita Grokovych sazeb konstantni, ale
je zavisla na druhé odmocniné Urokové sazby, coz zajistuje, Ze simulovana
Urokova sazba nikdy nenabude zapornych hodnot pokud plati, Ze 2ab>c

®  Dynamika Urokovych sazeb je v CIR modelu popsana néasledovné:

drl(t)= alb—r(t)ldt + o r(t)dw (¢)

kde: a, b, ¢ jsou pozitivni konstanty
a je koeficient rychlosti pfizplsobeni dynamiky rovnovazné trokové mire r
b je rovnovazna trokova mira
o je volatilita Grokové miry

®  Nespornou vyhodou CIR modelu je jeho relativni jednoduchost (stejné jako Vasickav
model) a i fakt, Ze Urokové sazby nemohou nabyvat zapornych hodnot

15
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Cox, Ingersoll, Ross model - pokracovani
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®  Nasledujici graf srovnava simulaci Grokovych sazeb pomoci Vasi¢kova modelu a
CIR modelu

Simulace Urokovych sazeb

— VASICEK
—CR

" Je ziejmé, Ze Urokové sazby simulované pomoci Vasitkova modelu mohou lehce nabyvat
zapornych hodnot, kdeZto u CIR modelu tato situace nikdy nenastane (je-li spinéna
podminka — 2ab>c)

"V CIR modelu volatilita z&visi na dynamice Grokovych sazeb. Cim jsou vétsi prirastky
simulované Urokové sazby, tim je i vétsi Yé)latilita procesu.
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Cox, Ingersoll, Ross model - pokracovani
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®  Stochasticka proménna r(t) neméa v CIR modelu normélni rozdéleni, ale non-central chi
kvadrét rozdéleni Zz(nyc),kde n je pocet stupriti volnosti a ¢ je parametr vychyleni

®  Obdobné jako u Vasitkova modelu existuje i pro CIR model analyticka formule pro
ocenéni bezkup6nového dluhopisu, kterd mé stejny tvar. AvSak parametry A a B jsou
rozdilné a jsou dany nasledovné:

2ab

2y . Q@ NTDI2 P
A(t;T): 4 ey(Tfl)
(y+a)- (7" -1+ 2y
y(T=1) _
B(t;T): 2(e 1

(y+a)- " - +2

y=qa’ +20?

17
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Dvoufaktorové modely

®  Jednofaktorové modely pracuji s jednim zdrojem nahodilosti — tj. s jednim faktorem
vyjadienym jednou SDE

®  Jeden zdroj nejistoty muze byt za urcitych okolnosti limitujici pro modelovani méné
obvyklych tvar(i vynosovych kfivek

Jednofaktorové modely byly tudiz dale rozvijeny tak, aby mohly Iépe zachytit
anomalie ve tvaru vynosovych kfivek

Dvoufaktorové modely pracuji s dvéma zdroji nahodilosti

Dlvodem pouziti dvoufaktorovych modeld je tedy potfeba modelovat riizné
.nestandardni“ tvary vynosovych kfivek, které jednofaktorové modely neumoznuji
zachytit

18
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Dvoufaktorové modely — Brennan Schwartz

®  Kratkodobd Urokova sazba v Brennan Schwartz modelu vyhovuje rovnici
dr(t)=[a, + b,(1) - r(e)ldt + o,rd W, (1)

®  Dlouhodoba Urokova sazba je charakterizovana nasledovné:

dlt) =ay +b,r +clldt + o ,ld Wy 1)

®  Nevyhodou modelu je jeho relativni sloZitost

Vlastnosti dluhodobé a kratkodobé sazba musi splfiovat jisté poZzadavky na
konsistentnost

Urokové sazby mohou v koneéném &ase rist do nekoneéna, coz neni reélny predpoklad

19
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Dvoufaktorové modely — Longstaff Schwartz
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® | ongstaff Schwartz model vznikl rozsifenim ptvodniho CIR modelu a je
charakterizovan dvéma SDE takto:

dx(r)= a(} - x(t))dt + (0w, (r)
arle)=bly= v (O)r+ 500 )

Kde kratkodoba Grokova sazba je pak dana nasledovné:

r(t) = cx(t)+ dy(t)

20
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Jednofaktorové vs. vicefaktorové modely

Jednofaktorové modely (CIR, VaSi¢kav model) predpokladaji, Zze ceny vSech dluhopisu
jsou zavislé pouze na pohybu r(t), tudiz vS8echny ceny dluhopisu jsou zavislé pouze
na jednom rizikovém faktoru

>
f—

Je vSak tento predpoklad realisticky?
Paralelni posuny vynosovych kfivek vysvétluji az 80% vSech pohybl drokovych sazeb

1L

Jednofaktorové modely tudiz poskytuji vhodnou aproximaci pro modelovani trokovych
sazeb
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Modelovani urokovych sazeb pomoci CIR modelu ve vypocetnim prostredi MatLab

" Vypocetni prostfedi MatLab miZzeme vyuZit pro:
Odhad parametr modelu
Samotnou simulaci scénara urokovych sazeb
Ocenéni trokovych instrumentd pomoci CIR modelu

®  Problematika odhad parametrt CIR modelu:
Dvé mozné cesty odhadu
odhad parametrd z aktualniho tvaru vynosové kfivky (staticka metoda)
odhad parametrd z historického vyvoje Grokovych sazeb (dynamicka metoda)

22
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Modelovani urokovych sazeb pomoci CIR modelu ve vypocetnim prostredi MatLab

®  Statickd metoda odhadu parametru
Kazdy den jsou parametry odhadovany z aktualniho tvaru vynosové kfivky metodou nelinearnich
nejmensich ¢tverca
Tato metoda popisuje situaci jednoho jediného dne (nebere v potaz historii), coz je jeji velk& nevyhoda

®  Dynamicka metoda odhadu parametrd

CIR model definuje stochasticky vyvoj irokové sazby v ¢ase, tudiz je logické odhadovat parametry

procesu z pfedchozi dynamiky sazeb

Kroky pfi odhadu parametr( jsou nésledujici
Volba reprezentativni kratkodobé Urokové sazby - jaky tenor pouZit?
Volba vhodného historického ¢asového vzorku, ze kterého budeme parametry odhadovat — jaky
horizont?
Volba statické metody odhadu parametrti — nejéastéji pouzivana metoda je ,Metoda maximalni
vérohodnosti*

®  Dynamicka metoda odhadu parametrd popisuje pramérnou situaci v dynamice trokovych

sazeb za poslednich n dni

23
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Modelovani urokovych sazeb pomoci CIR modelu ve vypocetnim prostredi MatLab

®  Vhodny kandidat na reprezentativni kratkodobou trokovou sazbu

Prilis kratké urokové sazby vykazuji urcité anomalie (pomérné dlouh& obdobi relativné
stabilnich sazeb stfidaji silné skokové pohyby jako dusledek externich Sokd v podobé
zasahu centralni banky)

L. Trosantucci — A. Umboldi navrhuji pro modelovani EUR vynosové kfivky pouZzit 3M
EURIBOR

tenor miZzeme povazovat jesSté za kratkodobou Urokovou sazbu, ktera vsak jiz
nevykazuje tak vyznamné jednorézové skoky v jeji dynamice)

24
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Modelovani urokovych sazeb pomoci CIR modelu ve vypocetnim prostredi MatLab

®  Volba vhodného ¢asového horizontu pro odhad parametrd

Z hlediska presnosti odhadu je Zadouci pouzit pokud mozno co nejdelSi historickou
casovou fadu

Z hlediska aktualnosti je vhodné naopak pouzit pokud mozno data z velmi kratké
minulosti

KOMPROMIS
Mezi vySe uvedenymi extrémy je nutné najit kompromis

Jako rozumny kompromis se jevi poslednich 600-700 obchodnich dni s diskrétnim
casovym krokem A = 1/250 (250 obchodnich dni za rok)

" Vypocet parametrli pro 6M PRIBOR provedeme metodou maximalni vérohodnosti
v prostfedi MatLab s nasledujicimi vysledky

25
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Modelovani urokovych sazeb pomoci CIR modelu ve vypocetnim prostiedi MatLab

®  Odhadnuté parametry procesu simulujiciho 6M PRIBOR

Parametry CIR Denni hodnoty Anualizované
modelu hodnoty

a 0,000542 0,1354

b 1,746925 1,7469

c 0,013886 0,2194

®  Na zakladé takto odhadnutych parametri muzZzeme simulovat budouci vyvoj
urokovych sazeb pro libovolny tenor vynosové kfivky

26
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Modelovani urokovych sazeb pomoci CIR modelu ve vypocetnim prostredi MatLab

 EEEEEERE B

®  Prfiklad simulace (1000 simulaci) 6M PRIBORu pro obdobi jednoho roku s vyuzitim

vypocetniho prostredi MatLab

15.10.2010

urokoy a sazba

28
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Simulace BM PRIBOR pro obdobi 1 raku
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Vyuziti CIR modelu pro ocenovani urokovych instrumentu

®  Zakladni Grokové nastroje (dluhopisy s fixnim kuponem, FRN, IRS, FRA) se daji ocefiit
velice jednodus$e jako sou¢asné hodnota viech budoucich penéznich toku
Pomoci CIR modelu Ize snadno ocenit jednoduché zero bondy

P(t; T) _ eA(I;T)—r(I)B(L;T)

®  Nékteré typy dluhopist se specialni konstrukci kuponu nelze ocenit Zadnou analytickou
formuli
TARN (target redemtion note)
Snowball Range Accrual Note
Excess Return Index Linked Note

®  Zde hraje nezastupitelnou Glohu pravé simulace trokovych sazeb

28

15.10.2010 # Iivnostenska Banka



Vyuziti CIR modelu pro ocenovani urokovych instrumentu

®  Priklad ocenéni TARN bondu

Maturita 15 let
Emisni cena 100%
Kupon: 1rok —6,75%
poté (9% - (2*6M PRIBOR(t)))
Trigger level: 9.5%
TARN redeption: Dluhopis je svolan v okamziku, kdy suma vyplacenych kuponu

je rovna nebo prekro¢i hodnotu ,trigger level”

Ocenéni takovéhoto dluhopisu je mozné s vyuzitim simulace budouciho vyvoje 6M
PRIBORu.

29
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Vyuziti CIR modelu pro ocenovani urokovych instrumentu

®  Postup ocenéni TARN bondu
Volba vhodného stochastického procesu (v nasem pfipadé bude zvolen CIR model)
Odhad parametr( pFisluSného procesu (viz. str. 26 této prezentace)

Vygenerovani scénéart budouciho vyvoje 6M PRIBORu (10 000 simulaci je povazovano
za minimum)

Zvoleni hodnoty budouciho 6M PRIBORu z vygenerovaného scénare (tj. vypocet
pfislusného percentilu)
V naSem pfipadé je pro nas riziko rastu Urokovych sazeb, tudiz budeme pocitat
nejhorsi mozny vyvoj (95-99 percentil z pfislusného scénare)
Vypocet kuponu TARNu (dle formule na str. 29)
Vypocet diskontovanych penéznich tokl z TARNu a uréeni sou¢asné hodnoty

30
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Zavér
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Prostor pro otazky a pro diskusi
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Zavér
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Dékuji za pozornost

Michal Papez
Zivnostenska banka, a.s.
Odbor fizeni rizik
papez@zivnhobanka.cz
+420 224 127 119
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